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Tato bakalářská práce se zabývá vektorovými operátory, kteří hrají podstatnou roli v ma-
tematickém zápisu fyzikálních dějů. Cílem této práce je seznámit čtenáře s jednotlivými
vektorovými operátory a nastínit mu jejich využití ve fyzice. Práce si dále klade za cíl
definovat jednotlivé integrální věty, tj. Gaussovu-Ostrogradského větu, Greenovu větu
a Stokesovu větu.
Summary
This Bachelor’s thesis is devoled to the vector operotrs. The operators plays the big role
in the mathematical notation of different physical processes. The main aim od this paper
is to show various vector operators and their properties. At the end are the integral the-
orems presented, concretely Gauss-Ostrogradsky theorem, Green’s theorem and Stokes’s
theorem.
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1 Úvod
Vektorové operátory hrají v technických disciplínách velkou roli. Zápis vztahů pomocí ope-
rátorů je především mnohem přehlednější. Pomocí základního operátoru nabla ∇, který
získal své pojmenování podle podobnosti se strunným nástrojem, jsou vyjádřeny další
operátory. I jejich pojmenování a označení má snahu vystihnout podstatu fyzikálního
děje, který je pomocí nich popsán. Jde například o gradient, který nám udává směr a veli-
kost největší změny skalárního pole. S gradientem se setkáme například ve fyzice, zvláště
pak v elektromechanice a termomechanice. Operátory rotace a divergence mají pak velký
význam například v hydromechanice, kde udávají vlastnosti toků různých médií.
Tato bakalářská práce v kapitole druhé zavádí základní pojmy, tj. souřadný systém,
skalární a vektorové pole a operátor nabla. Třetí kapitola je věnována gradientu, rotaci,
divergenci a Lapaceovu operátoru delta ∆. Jsou tu uvedeny jejich vlastnosti a jejich
vyjádření nejen v kartézských, ale i ve válcových a sférických souřadnicích. Jsou zde
uvedeny i příklady, kde je použití operátorů názorně vidět. Stěžejní část práce je v kapitole
čtvrté, která je věnována integrálním větám - Gaussově-Ostrogradského větě, Greenově
větě a Stokesově větě.
2 Základní pojmy
2.1 Válcová (cylindrická) soustava souřadnic
Definice 2.1. Válcová soustava souřadnic je soustava souřadnic v prostoru, u které jedna
souřadnice % udává vzdálenost bodu od osy z, druhá souřadnice ϕ udává úhel průmětu
průvodiče bodu do roviny xy od zvolené osy x a třetí souřadnice z polohu bodu na ose z
(viz obr. 1). Pak transformace válcových souřadnic na kartézské je dána rovnicemi
x = % cosϕ,
y = % sinϕ,
z = z.
(2.1)








2.2 Sférická soustava souřadnic
Definice 2.2. Sférická soustava souřadnic je soustava souřadnic v prostoru, u které jedna
souřadnice % udává vzdálenost bodu od počátku souřadnic, druhá souřadnice ϕ udává úhel
průmětu průvodiče bodu do roviny xy od osy x a třetí souřadnice ϑ úhel průvodiče od
zvolené roviny xy, respektive od osy z (viz obr. 2). Pak transformace sférických souřadnic
na kartézské je dána rovnicemi
x = % cosϕ cosϑ,
y = % sinϕ cosϑ,




x = % sinϑ cosϕ,
y = % sinϑ sinϕ,
z = % cosϑ.
(2.3)
Poznámka: Převod kartézských souřadnic (2.3.) na sférické souřadnice je dán rovnicemi
% =
√
x2 + y2 + z2,









Obrázek 1: Válcové souřadnice Obrázek 2: Sférické souřadnice
2.3 Oblast
Oblastí Ω (v rovině, resp. prostoru) budeme nadále myslet otevřenou souvislou množinu.
Přitom množina je otevřená, je-li každý její bod bodem vnitřním. Otevřená množina je
souvislá, lze-li každé její dva body spojit lomenou čárou, jež celá leží v dané množině.
2.3.1 Hranice oblasti
Definice 2.3. Hranice oblasti Ω je množina všech bodů, v jejichž každém okolí leží jak
body z Ω, tak body nepatřící do Ω.
2.3.2 k-násobně souvislá oblast
Definice 2.4. Omezená oblast je k-násobně souvislá, tvoří-li její hranici k uzavřených
křivek bez společných bodů. Například vnitřek kruhu je jednoduše souvislá oblast, vnitřek
mezikruží je dvojnásobně souvislá oblast.
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2.4 Skalární pole
Definice 2.5. Nechť Ω ⊂ Rn je oblast a funkce f : Rn → R je definována v této oblasti.
Potom tuto funkci f nazýváme skalárem a oblast Ω spolu s touto funkcí skalárním polem.
Poznámka: Často se přímo sama funkce f nazývá skalární pole. Příkladem takového ska-
lárního pole může být například teplota, hustota nebo vlhkost vzduchu.
2.5 Vektorové pole
Definice 2.6. Nechť Ω ⊂ Rn je oblast a funkce a1(x, y, z), a2(x, y, z), . . . , a3(x, y, z) nechť
jsou definovány v této oblasti. Potom tyto funkce jsou vektor, který označujeme a(x, y, z)
a fuknce a1, a2, . . . , a3 jsou složky tohoto vektoru. Pak oblast Ω spolu s tímto vektorem
a(x, y, z) nazýváme vektorovým polem.
Poznámka: Ve fyzice se vektorové pole užívá k popisu toho, jak se daná vektorová veličina
mění bod od bodu. Příkladem může být pole rychlosti kapaliny v jednotlivých bodech,
nebo vektorové pole síly v gravitačním poli.
2.6 Operátor nabla
Operátor nabla je diferenciální operátor ve vektorové analýze. Značí se symbolem nabla
∇ nebo ~∇, aby se vyjádřila jeho podobnost s vektorem. Někdy se operátoru ∇ říká
Hamiltonův operátor.
Definice 2.7. V n-dimenzionálním prostoru Rn jsou jednotlivé složky vektoru ∇










Poznámka: Nejedná se o operátor v pravém slova smyslu, neboť není dán předpis, jak tento
operátor aplikovat ani jeho definiční obor. V tom je ale právě jeho přednost, protože se
ukazuje, že pomocí operátoru nabla se dají elegantně vyjádřit všechny později uvedené
diferenciální operátory jako gradient, divergence, rotace a jiné.
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3 Vektorové diferenciální operátory
3.1 Vektorové operátory
3.1.1 Gradient
Gradient je diferenciální operátor, jehož výsledkem je vektorové pole vyjadřující směr
a velikost největší změny skalárního pole. Při formálním zápisu se používá operátor na-
bla ∇. Gradient skalárního funkce f je tedy možno zapsat buď jako grad f , nebo pomocí
operátoru nabla jako ∇f . Označení gradient pochází z latinského gradiens, což znamená
stoupající, kráčející.
Definice 3.8. Nechť f : Rn → R je skalární pole a e1, . . . , en jsou bázové vektory.
Potom vektor
grad f ≡ ∇f = ∂f
∂x1












se nazývá gradient daného skalárního pole.
Poznámka: V třírozměrném prostoru daném bázovými vektory i, j,k pak vypadá gradient
následovně




















Poznámka: V n-rozměrněrném prostoru lze gradient snadno vyjádřit pomocí Einsteinova
sumačního pravidla (tj. pokud se nějaký index v rovnici opakuje dvakrát implikuje to
sumaci a sumační symbol lze vynechat) ve tvaru
∇f = ei ∂f
∂xi
, (3.6)
kde ei jsou bázové vektory.
Příklad 3.9. Mějme r = xi + yj + zk, což je radiusvektor v bodě [x, y, z] a r = |r| =√





















































(x2 + y2 + z2)
3
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k = − r
r3
,
Poznámka: Předchozí příklad můžeme využít k defininici Newtonova gravitačního zákona
nebo Coulombova zákona.
Poznámka: Gradient skalárního pole f : R2 → R v bodě [x0, y0, z0] je tedy vektor, jehož
složky tvoří hodnoty jednotlivých parciálních derivací funkce f v bodě [x0, y0, z0]. Vektor
grad f(x0, y0, z0) je kolmý k hladině jdoucí bodem [x0, y0, z0] (viz obr. 3).
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Obrázek 3: Gradient grad f(x0, y0, z0) je kolmý k hladině jdoucí tímto bodem
Věta 3.10. Nechť vektor ∇f představuje orientovanou změnu funkce f : Rn → R ve
směru charakterizovaném jednotkovým vektorem v, pak průmět ∇f do tohoto směru je
určen rovnicí
v · ∇f = ∂f
∂x i
cos αi, (3.7)
kde cos αi = v · ei jsou kosiny úhlů mezi směrem v a bázovými vektory ei a k zápisu je
použito Einsteinovo sumační pravidlo.
Věta 3.11. (Vlastnosti gradientu) Jsou-li a,b vektorové funkce, u, v skalární
funkce, p, q reálná čísla, pak má gradient následující vlastnosti:
a) Je lineární vůči reálným číslům, tj. platí
grad (pu+ qv) = pgradu+ q grad v. (3.8)
b) Gradient součinu dvou skalárů splňuje
grad (uv) = v gradu+ ugrad v. (3.9)
c) Gradient skalárního součinu vektorů splňuje
∇ (a · b) = (a · ∇) b + (b · ∇) a + a× (∇× b) + b× (∇× a) . (3.10)

















Věta 3.12. Nechť je funkce f : R3 → R skalární pole v daných souřadnicích a stříš-
kované tučné znaky souřadnic jsou jednotkové vektory báze v daných souřadnicích, pak
platí:
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a) V cylindrických souřadnicích (%, ϕ, z), viz rovnice (2.1)











b) Ve sférických souřadnicích (%, ϑ, ϕ), viz rovnice (2.2)














Definice 3.13. Nechť je dáno vektorové pole a(x, y, z) definované na oblasti Ω. Lze-li
najít takovou skalární funkci f(x, y, z), že v Ω platí
a(x, y, z) = grad f(x, y, z), (3.14)
potom tuto skalární funkci f(x, y, z) nazýváme potenciál vektorového pole.
Příklad 3.14. Elektrický potenciál ϕ v libovolném bodě P ve vzdálenosti z na ose





z2 +R2 − z
)
,
kde σ je plošná hustota náboje a ε0 permitivita vákua. Vyjdeme z tohoto výrazu a za
použití vektorového operátoru grad odvodímě vztah pro intenzitu elektrického pole E.













protože se ale x-ová, y-ová složka vzájemně odečte, výsledná intenzita bude ve směru
osy z. Potom


















Poznámka: Potenciál vektorového pole hraje důležitou roli ve fyzice. Platí, že v potenci-
álním poli nezávisí práce, kterou vykoná síla po křivce k spojující dva body A, B tohoto
pole, na tvaru této křivky. Je-li navíc křivka k uzavřená, pak práce po uzavřené křivce k
je nulová, tj. ∮
k
grad f · ds = 0. (3.15)
Věta 3.15. Přírůstek potenciálu po dráze, charakterizované malým vektorem ds, je
dán skalárním součinem
df = grad f · ds. (3.16)
Poznámka: Při dané délce ds vektoru ds je přírůstek funkce f největší právě ve směru
gradientu. Tedy gradientem je dán v každém bodě největší spád potenciálního pole.
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Obrázek 4: Intenzita elektrického pole v bodě P
3.1.3 Divergence
Jedná se o další diferenciální operátor, který udáva zřídlovost vektorového pole. Je-li např.
zkoumaným vektorovým polem gradient teploty (např. rychlost vedení tepla v daném
bodě), potom kladná divergence v daném bodě znamená, že v daném bodě vzniká teplo,
záporná naopak, že v daném místě teplo zaniká. Operátor divergence bývá také zapisován
jako div = ∇·
Definice 3.16. Nechť je vektorové pole dáno vektorem a = (a1, a2, a3) a nechť složky
vektoru a jsou na oblasti Ω spojité i se svými prvními parciálními derivacemi. Potom
skalár









nazýváme divergencí vektoru a.
Poznámka: V n-rozměrném vektorovém poli lze operátor divergence vyjádřit prostřed-
nictvím skalárního součinu operátoru ∇ a vektoru a = (a1, . . . , an). Potom platí












kde bylo použito Einsteinova sumačního pravidla.
Příklad 3.17. Mějme vektor r = xi + yj + zk, což je radiusvektor v bodě [x, y, z]



























































Poznámka: Uvažujme stacionární proudění kapaliny, charakterizované vektorovou rych-
lostí a(x, y, z). Pak divergence vektoru a znamená (objemové) množství kapaliny, které
vyteče z jednotokového objemu za jednotku času, jinými slovy vydatnost zřídla jednotko-
vého objemu.
Věta 3.18. (Vlastnosti divergence)Jsou-li a,b vektorové funkce, f skalární funkce
a p, q reálná čísla, potom operátor divergence má tyto vlastnosti:
a) Je lineární vůči reálným číslům
div (pa + qb) = p div a + q div b. (3.19)
b) Divergence součinu skaláru a vektoru splňuje
div (af) = f div a + a div f. (3.20)
Věta 3.19. Nechť je a vektorové pole v trojrozměrném prostoru a v daných souřad-
nicích, pak platí:
a) V cylindrických souřadnicích (%, ϕ, z), viz rovnice (2.1)













b) Ve sférických souřadnicích (%, ϑ, ϕ), viz rovnice (2.2)
















Rotace je matematický operátor definovaný pro vektorové funkce n proměnných, který
v každém bodě udává lokální míru rotace (otáčení) definované tímto polem. Značí se rot,
případně curl(hlavně v anglické literatuře např. v [1]) .
Definice 3.20. Nechť je vektorové pole dáno vektorem a = (a1, a2, a3) a složky vektoru
a jsou na oblasti Ω spojité i se svými prvními parciálními derivacemi. Potom vektor


































Příklad 3.21. Mějme r = xi + yj + zk, což je radiusvektor v bodě [x, y, z] a r = |r| =√
x2 + y2 + z2 jeho velikost pak,


























































































































k = (0) i + (0) j + (0) k = o.
Poznámka: Je-li a rychlost kapaliny, vyznačuje rot a svým směrem směr osy, kolem které
se kapalina v okolí uvažovaného bodu otáčí jako celek. Délka vektoru rot a určuje dvoj-
násobnou rotační rychlost.
Věta 3.22. (Vlastnosti rotace ) Jsou-li a,b vektorové funkce, f skalární funkce
a p, q reálná čísla, potom operátor rotace má následující vlastnosti:
a) Je lineární vůči reálným číslům, tj. platí
rot (pa + qb) = ∇× (pa + qb) = p rot a + q rot b. (3.25)
b) Pro rotaci z vektorového pole a násobeného skalárním polem f platí
rot (fa) = f rot a + a × grad f. (3.26)
Poznámka: Pole, pro které všude platí rot a = o, se nazývá nevírové. Utvoříme-li vek-
torové pole ze skalárního pole daného funkcí f(x, y, z) tak, že v každém bodě [x, y, z]
sestrojíme gradient, pak toto vektorové pole je nevírové. Naopak, každé nevírové pole lze
v jednoduše souvislé oblasti vyjádřit jako gradient nějakého skalárního pole.
Věta 3.23. Nechť je funkce a vektorové pole v daných souřadnicích a stříškované
tučné znaky souřadnic jsou jednotkové vektory báze v daných souřadnicích, pak platí:
a) V cylindrických souřadnicích (%, ϕ, z), viz rovnice (2.1)



























b) Ve sférických souřadnicích (%, ϑ, ϕ), viz rovnice (2.2)
































Laplaceův operátor (nebo jen Laplace) je diferenciální operátor ve vektorové analýze,
definovaný jako divergence gradientu daného skalárního pole. Bývá označován symbolem
delta ∆.
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Definice 3.24. Laplaceův operátor ∆ může být zapsán pomocí skalárního násobení
operátoru nabla sama se sebou. Zpravidla se zapisuje v kartézských souřadnicích jako

















Věta 3.25. Výsledkem aplikace Laplaceova operátoru na skalární pole, je opět skalární
pole. Je-li aplikován na vektorové pole, výsledek je vektorové pole, jehož každá složka je












∆ a = i∆ a1 + j∆ a2 + k∆ a3. (3.32)
Příklad 3.26. Mějme r = xi + yj + zk, což je radiusvektor v bodě [x, y, z] a r = |r| =√


































































Věta 3.27. (Vlastnosti Laplaceova operátoru )Jsou-li a,b vektorová pole, u, v
skalární funkce a p, q reálná čísla, potom Laplaceův operátor má následující vlastnosti:
a) Je lineární vůči reálným číslům, tj. platí
∆ (pa + qb) = p∆a + q∆b, (3.33)
∆ (pu+ qv) = p∆u+ q∆v. (3.34)
b)
∆ (uv) = u∆v + v∆u+ 2gradu · grad v. (3.35)
Věta 3.28. Nechť je funkce f skalární pole v daných souřadnicích, pak platí:
















































3.2 Méně používané vektorové operátory
3.2.1 grad(div a)
Z definice gradientu a divergence, tj. rovnice (3.3) a (3.15) plyne










kde bylo užito Einsteinovo sumačni pravidlo.
V třírozměrném prostoru pak zápis vypadá následovně










































Z definice gradientu a divergence, tj. rovnice (3.3) a (3.15) plyne










kde bylo užito Einsteinovo sumačni pravidlo.
V třírozměrném prostoru pak zápis vypadá následovně










což odpovídá Laplaceovu operátoru funkce f , tj. rovnice (3.28).
3.2.3 div(rot a)
Z definice divergence a rotace, tj. rovnice (3.15) a (3.23) plyne










































Z definice gradientu a rotace, tj. rovnice (3.3) a (3.23) plyne
































= (0, 0, 0) = o.
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3.2.5 rot(rot a)
Z definice rotace, tj. rovnice (3.23) plyne


































































































































k = ∇(∇ · a)−∇2a = grad(div ·a)−∆a.
4 Integrální věty vektorového počtu
V této kapitole se budeme zabývat tím, jak je možné využít vektorových operátorů v zá-
pisu dvojného, trojného, křivkového a pošného integrálu. Bude tu vystupovat množia V
v prostoru, její hranice Γ, množina Γ v rovině a její hranice γ. Orientace těchto ploch je
prováděna standartním způsobem.
4.1 Gaussova-Ostrogradského věta
Věta 4.29. Nechť V ⊂ R3 je uzavřená, omezená a souvislá množina s hranicí Γ což
je uzavřená, kladně orientovaná plocha. Dále předpokládejme, že vektorové pole a je na
oblasti V spojité i se svými prvními parciálními derivacemi. Pak platí∫∫∫
V




Důkaz: Nechť oblast S je projekce hranice Γ do roviny xy a nechť Γh,ΓΛ,Γd jsou horní,
boční a dolní hranice Γ (viz obr. 5)
Γh : x = (x, y, h(x, y)),
Γd : x = (x, y, d(x, y)).
Dále uvažujeme z-tovou složku trojného integrálu∫∫∫
V
































d(x,y) dx dy =
∫∫
S
[a3(x, y, h(x, y))−
−a3(x, y, d(x, y))]dx dy =
∫∫
Γh















Obrázek 5: K důkazu Gaussovy-Ostrogradského věty
Věta 4.30. Obdobně platí:∫∫∫
V









Poznámka: Na zakladě vztahů (4.38), (4.39), (4.40) je možno definovat vektorové operá-
tory nezávisel na zvoleném systému souřadnic:





















Příklad 4.31. Pomocí Gaussovy-Ostrogradského věty, odvodíme vzorec pro výpočet
intezity elektrického pole E. Dosadíme do rovnice (4.38)∫∫∫
V




dále víme, že div E = %
ε0
, kde % je objemová hustota náboje a ε0 je permitivita vakua.
S použitím vzorce pro celkový náboj Q =
∫∫∫
V









uvažujeme-li pak, že máme bodový náboj, tak Gaussova plocha je kulová (viz obr. 6),
z čehož vyplývá ∫∫
Γ
E dS = 4pir2E.







Obrázek 6: Kulová Gaussova plocha, v jejímž středu leží bodový náboj Q
4.2 Greenova věta
Věta 4.32. Nechť Γ ⊂ R2 je uzavřená, ohraničená množina s hranicí γ což je jednoduchá
po částech uzavřená, kladně orientovaná křivka. Dále předpokládejme, že vektorové pole













Důkaz: Nejdříve uvažujme množinu Γ popsatelnou funkcemi, tedy existují funkce
d(x), h(x) : 〈a, b〉 → R a l(y), p(y) : 〈c, d〉 → R takové že, ∀x,∀y ∈ Ω platí: Jestliže


























[a1(x, h(x))− a1(x, d(x))]dx
Protože funkce d(x), h(x) tvoří hranice γ (u funkce h(x) jdeme po křivce z bodu [b, h(b)] do






















Obrázek 7: K důkazu Greenovy věty
4.3 Stokesova věta
Věta 4.33. Nechť Γ ⊂ R2 je neuzavřená, orientovaná plocha s hranicí γ což je uzavřená
křivka, se souhlasnou orientací. Dále předpokládejme, že vektorové pole a = (a1(x, y), a2(x, y))
je na oblasti S spojité i se svými prvními parciálními derivacemi. Pak platí∫∫
Γ




Poznámka: ( Fyzikální interpretace Stokesovy věty) Tok vektoru rot a plochou S je roven
cirkulaci vektoru a po křivce γ (viz obr. 8).
Obrázek 8: Stokesova věta
5 Závěr
Tato práce obsahuje přehledný výčet základních vektorových operátorů. U každého uve-
deného operátoru jsou uvedeny jeho vlastnosti a jeho vazba na další operátory. Na kon-
krétních příkladech je uvedeno jejich použití při řešení fyzikálních úloh. Z integrálních vět
je uveden i důkaz Gaussovy-Ostrogradského věty a Greenovy věty.
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